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Στην παρούσα εργασία γίνεται µελέτη της δυνατότητας ανακατασκευής 

(reconstruction) επίπεδων τροχιών φορτισµένων σωµατιδίων µέσα σε κάθετο 

οµογενές µαγνητικό πεδίο. Η µελέτη γίνεται µε Monte Carlo παραγωγή των 

τροχιών, ενώ µελετάται η επίδραση διαφόρων παραµέτρων στη δυνατότητα της 

ανακατασκευής. Υπολογίζονται τα υπόλοιπα (residuals) δύο ανιχνευτών, ενώ 

προσεγγίζονται οι παράµετροι σε µια πραγµατική κατάσταση. 

 

 

 



Α. Εισαγωγή.  
 
Το πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε είναι η δυνατότητα να ανακατασκευάσουµε 

την τροχιά φορτισµένου σωµατιδίου, το οποίο γεννάται µε τυχαία ορµή και υπό τυχαία 
γωνία. Για απλοποίηση, θεωρούµε την κίνηση σε δύο διαστάσεις και µε οµογενές κάθετο 
µαγνητικό πεδίο. Ως επίπεδο κίνησης θεωρείται ένα τεταρτηµόριο, στο οποίο έχουν 
τοποθετηθεί δέκα ισαπέχοντα τετραρτοκύκλια ανιχνευτών. Είναι προφανές ότι οι 
παραπάνω απλοποιήσεις δεν περιορίζουν τη γενικότητα και ότι παρόµοιες αναλύσεις 
µπορούν να εφαρµοστούν σε γενικότερες εφαρµογές.  

 
 

Β.  Κώδικας. 

 
Ο κύριος κώδικας που χρησιµοποιήθηκε για την παραγωγή των δεδοµένων (row 

data) και την παρουσίαση των τροχιών είναι ο “Pattern_Reco.c” και παρουσιάζεται στο 
Παράρτηµα Α που ακολουθεί στο τέλος. Όπως όλοι οι χρησιµοποιηθέντες κώδικες, έτσι 
και αυτός είναι  γραµµένος για το πακέτο ανάλυσης της  ROOT (ver. 3.01/06) και σε 
C++ ΟΟ γλώσσα προγραµµατισµού.  

 
 

Γ. Περιγραφή.  

 
Αρχικά, οι παράµετροι που απαιτούνται είναι η τιµή του µαγνητικού πεδίου 

(kBeta), του φορτίου (kCharge) και της µάζας(kMass) του σωµατιδίου. Χάρην 
απλότητος στου υπολογισµούς, θεωρούµε κατάλληλο σύστηµα µονάδων, ώστε η µάζα 
και το φορτίο του σωµατιδίου να είναι µονάδα, ενώ παράλληλα, επιλέγουµε το µοναδιαίο 
µαγνητικό πεδίο (σε αυθαίρετες µονάδες). 

 
Πρώτα κατασκευάζεται το σύστηµα συντενταγµένων του πρώτου τεταρτηµορίου 

και σχεδιάζονται οι δέκα τεταρτοκύκλιοι ανιχνευτές. Οι διαστάσεις του τεταρτοκυκλίου 
είναι 10x10 µονάδες µήκους και οι ανιχνευτές απέχουν 1 µονάδα µήκους ο ένας από τον 
άλλον. Ενδιαφερόµαστε µόνο για το τµήµα αυτό του επιπέδου, οπότε σχεδιάζονται µόνο 
οι τροχιές και οι ανιχνευτές που ανήκουν σε αυτό.  

 
Στη συνέχεια, µε επαναληπτική διαδικασία, παράγονται σωµατίδια µε τυχαία 

γωνία και ορµή. Ο αριθµός των παραγόµενων σωµατιδίων είναι αυθαίρετος. Αυτό όµως 
που µας ενδιαφέρει είναι κάθε φορά να καταγράφουµε 1000 τροχιές-σωµατίδια, στα 
οποία συγκλίνει η �ροσαρµογή των τροχιών. 

Η τυχαία παραγωγή γωνίας δίνει γωνίες από 0 rad εώς 
2

π

 rad και αυτό γίνεται 

από την αρχική παραγωγή τυχαίων δεκαδικών αριθµών στο διάστηµα [0,1] από τον 



γεννήτορα τυχαίων αριθµών που προσφέρει η ROOT. Στο Παράρτηµα Β γίνεται 
αναφορά στον συγκεκριµένο γεννήτορα και στον έλεγχο της «ποιότητας» των τυχαίων 
αριθµών που αυτός δίνει. 

 
Με δεδοµένη την ακτίνα καµπυλότητας (από την αρχική ορµή) και της 

εφαπτόµενης της τροχιάς στο σηµείο παραγωγής (από την αρχική γωνία) υπολογίζεται η 
εξίσωση της πραγµατικής τροχιάς που θα ακολουθήσει το φορτισµένο σωµατίδιο υπό 
την επίδραση της δύναµης Lorentz. Οι συντεταγµένες των σηµείων στους ανιχνευτές 
υπολογίζονται από την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων της τροχιάς και των 
ανιχνευτών. Στο Παράρτηµα Γ δίδονται αναλυτικά οι αντίστοιχες µαθηµατικές 
εξισώσεις. 

 
Το επόµενο βήµα είναι να πάρουµε τα �ραγµατικά σήµατα που δίνουν οι 

ανιχνευτές. Θεωρούµε λοιπόν ότι όλοι οι ανιχνευτές µας έχουν την ίδια διακριτική 
ικανότητα 0.01 στην πολική γωνία φ. Υπό αυτήν την έννοια µετακινούµε κάθε σήµα του 
ανιχνευτή κατά µία τυχαία γωνία πάνω σε αυτόν ( µε  την ακτίνα να παραµένει σταθερή), 
η οποία προκύπτει µε την παραγωγή ενός τυχαίου αριθµού από µια Γκαουσιανή 
κατανοµή κεντραρισµένη στο µηδέν και µε σ=0.01.  Έτσι υπολογίζουµε για κάθε τροχιά 
και για κάθε ανιχνευτή τις πολικές συντενταγµένες των πραγµατικών σηµάτων που δίνουν 
οι ανιχνευτές. Είναι φανερό πως έτσι φεύγουµε από την ιδανική τροχιά του σωµατιδίου 
και, λαµβάνοντας υπόψιν τη διακριτική ικανότητα των ανιχνευτικών µας διατάξεων, 
καλούµαστε να ανακατασκευάσουµε την πραγµατική ορµή και γωνία των παραγόµενων 
σωµατιδίων. 

 
Έτσι, φτάνουµε στην προσαρµογή των σηµείων αυτών. Η προσαρµογή των 

σηµείων οφείλει να µας δώσει έναν κύκλο, από τον οποίο παίρνουµε την ακτίνα 
καµπυλότητας και την εφαπτοµένη στην αρχή των αξόνων, τα οποία µε τη σειρά τους 
µας δίνουν την ανακατασκευασµένη πλέον ορµή και γωνία. Η προσαρµογή γίνεται 
χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα ελαχιστικοποίησης ΜΙΝUIT και η µέθοδος είναι αυτή 

της ελαχιστικοποίσης του 2
χ  . Οι βασικές παράµετροι που χρησιµοποιήθηκαν είναι οι 

αρχικές τιµές των µεταβλητών ελαχιστικοποίησης , η ποσότητα βηµατισµού καθώς και ο 
µέγιστος αριθµός των προσπαθειών που θα γίνουν για να βρεθούν οι τιµές των 
µεταβλητών ελαχιστικοποίσης.  

Οι αρχικές τιµές αποτελούν την �ρόβλεψη για τις τιµές των µεταβλητών 
ελαχιστικοποίησης. Στη συγκεκριµένη εφαρµογή χρησιµοποιήσαµε ως αρχικές τιµές για 
την προσαρµογή των «διαταραγµένων» σηµείων την πραγµατική ακτίνα καµπυλότητας 
και την πραγµατική κλίση της γωνίας εκτόξευσης. Αυτό έγινε προκειµένου να µην έχουµε 
αποτυχίες του ΜΙΝUIT στη σύγκλιση.1  

Η �οσότητα βηµατισµού δηλώνει το βήµα µε το οποίο θα γίνεται η αρχική 
επιλογή των τιµών των µεταβλητών ελαχιστικοίησης. Ο βηµατισµός ήταν ανά 0.1 
µονάδες, ενώ ο µέγιστος αριθµός των προσπαθειών καθορίστηκε στις 500.  

                                                      

1
 Αυτό βέβαια δεν σηµαίνει ότι σε όλα τα γεγονότα που τρέξαµε είχαµε σύγκλιση. Υπήρχαν φορές που δεν είχαµε 

σύγκλιση του MINUIT, λόγω αδυναµίας προσδιορισµού του πίνακα σφάλµατος. 



Η συνάρτηση, η οποία χρησιµοποιήθηκε για την ελαχιστικοποίηση του 2
χ είναι 
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όπου r,φ είναι οι πολικές συντεταγµένες των «διαταραγµένων» σηµείων που 

χρησιµοποιήθηκαν, ενώ r
o
, φ

ο
 είναι οι δύο παράµετροι, των οποίων οι τιµές 

ελαχιστικοποιούν το 2
χ . 

 
Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι το MINUIT θα δώσει τις πολικές 

συντενταγµένες του κέντρου της κυκλικής τροχιάς r
o
, θ

ο
 όπως παρουσιάζεται στο σχήµα 

1. Τότε, η γωνία εκτόξευσης, η οποία είναι που µας ενδιαφέρει, θα δωθεί από την 
εξίσωση: 

 

)(
2

oo
abs θ

π
φ −=   ),( rads

oo
→θφ  (2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Για τη συνάρτηση που συνδέει τις δύο παραµέτρους απαιτείται και ο 
προσδιορισµός του σφάλµατος στην ποσότητα φ (στον κώδικα: errorphi). Όπως θα 
συζητηθεί στη συνέχεια, το σφάλµα αυτό είναι και η ένδειξη για το σφάλµα (διακριτική 
ικανότητα) των ανιχνευτικών µας διατάξεων.  

 
Τέλος θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι, για έχουµε ελαχιστικοποίση του 

2
χ χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση (1), είναι φανερό ότι χρειαζόµαστε τουλάχιστον δύο 

σηµεία, αφού έχουµε δύο ελεύθερες παραµέτρους. Όµως, για λόγους καλύτερης 
απόδοσης της διαδικασίας ελαχιστικοποίσης, το ΜΙNUIT καλείται για τροχιές που 
έχουν δώσει τουλάχιστον τέσσερα χτυπήµατα στους ανιχνευτές. 

 
Το πρόγραµµα ελαχιστικοποίησης εξάγει τις τιµές των παραµέτρων r

o
 και φ

ο
 

καθώς και τα σφάλµατα αυτών. Ο κώδικας ολοκληρώνεται µε την αποθήκευση αυτών των 
τιµών.  
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 Η απόδειξη αυτής παρουσίαζεται στο Παράρτηµα Γ. 
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Σχήµα 1 : Η καµπύλωση της τροχιάς και οι παράµετροι σε πολικές συντενταγµένες. 



Στο σχήµα 2 δίνεται η εικόνα των ανιχνευτών και,για 10 τροχιές, τα πραγµατικά 
σηµεία καθώς και τα «διαταραγµένα». 

 

∆. Ανάλυση. 

 
∆1. Προσδιορισµός της διακριτικής ικανότητας των ανιχνευτών. 
 
 Το πρώτο βήµα είναι να προσδιορίσουµε τη διακριτική ικανότητα του 

ανιχνευτή µας.  
Γνωρίζουµε ότι οι κατανοµές των «διαταραγµένων» σηµείων που δίνουν οι 

ανιχνευτές µας είναι Γκαουσιανές, κεντραρισµένες στο µηδέν (µ=0) και µε σ
ο
=0.01, το 

οποίο ζητάµε να προσδιορίσουµε.  
Η κατανοµή αυτή θα έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την: 
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Εάν τώρα κάνω την αλλαγή µεταβλητών :  
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η νέα συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα είναι: 
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Αυτή η νέα γκαουσιανή κατανοµή είναι κεντραρισµένη στο µηδέν (µ=0), 

ενώ το σίγµα της κατανοµής είναι: 

σ

σ
o

=Σ  (6) 

 
Για να προσδιορίσω το σο, από την σχέση (6) προκύπτει ότι, όταν σ = σο, 

τότε Σ=1. Συνεπώς, αναζητώ την κατανοµή της ποσότητας 
σ

µ
ξ

−

=

x

η οποία θα 

µου δώσει Σ=1. 
 

Έτσι λοιπόν, για µια σταθερή τιµή της ορµής (p=50) µεταβάλλω την 

τιµή του errorphi στον υπολογισµό του 2
χ  και δηµιουργώ τα ιστογραµµάτα της 



ποσότητας   
rec

reco
pp

σ

−

, όπου po είναι η πραγµατική τιµή της ορµής του 

σωµατιδίου, prec είναι η ανακατασκευασµένη ορµή, έτσι όπως υπολογίζεται από το 
πρόγραµµα ελαχιστοποίσης MINUIT και σrec είναι το σφάλµα της τιµής του prec. 

 
Με τιµές για το errorphi 0.001, 0.005, 0.05, 0.2 και 0.5 παίρνουµε τα 

ιστογράµµα µαζί µε τις γκαουσιανές προσαρµογές που παρουσιάζονται στο 
σχήµα 3. 

 
Στο σχήµα 4 φαίνεται η µεταβολή του Σ της γκαουσιανής προσαρµογής 

σαν συνάρτηση της µεταβαλλόµενης τιµής στο errorphi.3 
 

Παρατηρούµε τη λογαριθµηκή σχέση αυτών των δύο ποσοτήτων: όσο 
αυξάνει η τιµή του errorphi µειώνεται εκθετικά τιµή του Σ της γκαουσιανής.  

Από το ίδιο διάγραµµα παρουσιάζεται και το σηµείο για το οποίο Σ=1 
(κόκκινη ένδειξη). Αυτό το σηµείο αντιστοιχεί στην τιµή errorphi=0.01, η οποία 
και αποτελεί τη διακριτική ικανότητα του ανιχνευτή µας, έτσι όπως καθορίστηκε 
στο πρόγραµµα. 

 
Με αυτόν τον τρόπο, κατορθώσαµε να προσδιορίσουµε τη διακριτική 

ικανότητα των ανιχνευτών. Για την ίδια τιµή του p, και για errorphi=0.01 
σχεδιάζουµε τα pul ιστογράµµατα τόσο της ορµής όσο και της γωνίας 
εκτόξευσης. Αυτά παρουσιάζονται στο σχήµα 5. Παρατηρούµε ότι τόσο το 
κεντράρισµα της κατανοµής, όσο και το σίγµα είναι πολύ κοντά στις 
αναµενόµενες τιµές στην περίπτωση της γωνίας, ενώ για την περίπτωση της ορµής 
οι τιµές παρουσιάζουν απόκλιση. 

 
∆2. Εξάρτηση της ακρίβειας ανακατασκευής των τροχιών συναρτήσει της ορµής 

  

Το επόµενο βήµα είναι να δούµε πώς µεταβάλλεται η ικανότητα των 
δεδοµένων ανιχνευτών µας, µε διακριτική ικανότητα σ=0.01, στην ανακατασκευή 
τροχιών διαφορετικών ορµών. 

 
Για το λόγο αυτόν,  µεταβάλλουµε την αρχική ορµή των σωµατιδίων µε 

τιµές 10, 20, 50, 100, 200, 500. Το σχήµα 6 δείχνει τα pul ιστογράµµατα της 
ορµής  (∆p/σ), ενώ στο σχήµα 7 φαίνονται τα αντίστοιχα estimation 
ιστογράµµατα (∆p/p). To σχήµα 8 παρουσιάζει τη µεταβολή του σίγµα της 

 
 
 

                                                      
3
 Τα σφάλµατα στις τιµές του gaussian sigma (Σ) έχουν ληφθεί υπόψιν κατά το σχεδιασµό της γραφικής 

παράστασης, αλλά είναι πολύ µικρά και δεν αναπαρίσταντε στο συγκεκριµένο διάγραµµα. 
 



 γκαουσιανής κατανοµής ως συνάρτηση της ορµής4, για τα estimation 
ιστογράµµατα. 

 
Από τα estimation ιστογράµµατα παρατηρούµε ότι όσο µεγαλώνει η 

ορµή του σωµατιδίου, η κατανοµές αποκλίνουν από την γκαουσιανή (για το λόγο 
αυτό, η γκαουσιανή προσαρµογή δεν έχει νόηµα στα τρία τελευταία 
ιστογράµµατα, όπου οι κατανοµές δεν είναι συµµετρικές). 

 
 Η ικανότητα ανακατασκευής της ορµής µειώνεται, θα µπορούσαµε να 

πούµε για τιµές p≥100.  Και αυτό είνα αναµενόµενο, αφού η διαδέσιµη διακριτική 
ικανότητα των ανιχνευτών µας (σ = 0.01) δεν είναι σε θέση να διαχωρίσει τροχιές 
µεγάλων ορµών, δηλαδή πολύ µικρής καµπυλότητας. 

 
Για αναµετωπίσουµε το πρόβληµα της διακριτικής µας ικανότητας σε 

περιοχές ορµών, όπου η υπάρχουσα διάταξη αδυνατεί, µπορούµε να 
εφαρµόσουµε τρία πράγµατα: 

• Να αυξήσουµε την ένταση του µαγνητικού �εδίου. Κατ’ αυτόν 
τον τρόπο, όπως είναι και φανερό από την εξίσωση (γ3) του 
παραρτήµατος Γ, µειώνεται η ακτίνα καµπυλότητας, οπότε 
τροχιές που είχαν µικρή καµπύλωση, τώρα την αυξάνουν.  

• Να αυξήσουµε την «�οιότητα» των ανιχνευτών. Με τη βελτίωση 
της διακριτικής ικαντότητας των ανιχνευτών µας, ως προς τις 
µεταβολές της γωνίας φ, προσδιορίζουµε µε µεγαλύτερη ακρίβεια 
τις τροχιές µεγαλύτερης ορµής. 

• Να αυξήσουµε την α�όσταση των ανιχνευτών. Με αυτόν τον 
τρόπο µεγαλώνουµε το lever arm της διάταξής µας. 

 
Ας µελετήσουµε αναλυτικά την επίδραση των παραπάνω παραµέτρων 

στην ανακατασκευή τροχιών µε ορµή p=200, η οποία, όπως φαίνεται και από το 
σχήµα 7, δεν µπορεί να ανακτασκευαστεί µε ακρίβεια. 

 
∆3. Εξάρτηση της ακρίβειας ανακατασκευής των τροχιών συναρτήσει του µαγνητικού 
�εδίου. 

 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση µελετούµε την ικανότητά µας στην 

ανακατασκευή των τροχιών µε διακριτική ικανότητα του ανιχνευτή µας σ=0.01, 
απόσταση ανιχνευτών Rαν=1 και µαγνητικό πεδίο Β = 1, 5, 10, 15, 20, και 50. Στο 
σχήµα 9 παρουσιάζονται τα estimation ιστογράµµατα, ενώ στο σχήµα 10 φαίνεται η 
µεταβολή του σίγµα της γκαουσιανής κατανοµής συναρτήσει του µαγνητικού πεδίου. 
Είναι φανερή η βελτίωση του σίγµα για µεγάλες τιµές του µαγνητικού πεδίου, όπως 
άλλωστε αναµενόταν. 

 

                                                      
4
 Για τις τρεις τελευταίες περιπτώσεις, χρησιµοποιείται η RMS τιµή και όχι το σίγµα της γκαουσιανής κατανοµής 



∆4. Εξάρτηση της ακρίβειας ανακατασκευής των τροχιών συναρτήσει της διακριτικής 
ικανότητας των ανιχνευτών. 

 
Για σταθερή ένταση του µαγνητικού πεδίου Β=1 και σταθερή απόσταση 

των ανιχνευτικών µας διατάξεων, µεταβάλουµε τη διακριτική ικανότητα των ανιχνευτών 
στις τιµές σ=0.01, 0.008, 0.005, 0.001, 0.0005, 0.0001. Τα estimation ιστογράµµατα 
φαίνονται στο σχήµα 11, ενώ το σχήµα 12 δείχνει ακριβώς τη µεταβολή της ακρίβειας 
στην ανακατασκευή των τροχιών ως συνάρτηση της διακριτικής ικανότητας του 
ανιχνευτικού συστήµατος. Εάν κρίνουµε µόνο από τις δύο τελευταίες τιµές, µπορούµε να 
πούµε ότι η ικανότητά µας στην ανακατασκευή των τροχιών µεγαλώνει γραµµικά για 
σανιχ<0.005, ενώ για σανιχ>0.005 παραµένει σχεδόν ανεξάρτητη. Βέβαια, για να 
τεκµηριώσουµε την σκέψη αυτή θα έπρεπε να δούµε τα αποτελέσµατα για σανιχ>0.01. 

 
 

∆5. Εξάρτηση της ακρίβειας ανακατασκευής των τροχιών συναρτήσει της α�όστασης των 
ανιχνευτών. 

 
Τέλος, µεταβάλουµε την απόσταση των ισαπέχοντων ανιχνευτών µας σε 

τιµές ∆R=1, 5, 10, 15, 20, 25 διατηρώντας Β=1 και σ=0.01. Τα αποτελέσµατα 
παρουσιάζονται στα σχήµατα 13 και 14. 

Αξίζει να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό ότι , κατά τη µελέτη της 
συγκεκριµένης παραµέτρου (της απόστασης µεταξύ των ανιχνευτών), οφείλει κανείς να 
δώσει ιδιαίτερη προσοχή στον τρόπο που θα εισάγει το σφάλµα στη γωνία φ, ώστε να 
βρεί τα διαταραγµένα σηµεία.  

Η βασική σκέψη είναι ότι θέλει κανείς να διατηρεί το ίδιο σφάλµα στη 
µετατόπιση κατά φ και στους 10 ανιχνευτές, αφού τους θεωρούµε ισοδύναµους ως προς 
τη διακριτική τους ικανότητα. Θέλουµε δηλαδή να έχουµε σταθερό µήκος τόξου. 
Συνεπώς κατά τη µεταβολή της ακτίνας των δέκα ανιχνευτών σε διάφορες αποστάσεις 
µεταξύ τους, µεταβάλλεται το µήκος του τόξου (σχήµα 15) και άρα θα πρέπει να 
διαιρέσουµε το γκαουσιανό σφάλµα στη γωνία µε την αντίστοιχη ακτίνα του ανιχνευτή, 
ώστε τα «διαταραγµένα» κατά φ νέα σηµεία να αντιστοιχούν σε ίδια διακριτική 
ικανότητα, σε όλους τους ανιχνευτές . Αυτό σηµαίνει ότι στον κώδικα µας, λάβαµε 
υπόψιν την εξής γραµµή: 

[ ]jr

error
jphijrealphi += ][][_  

 
 
 
 
 
 
 

 

Σχήµα 15: Μεταβολή του τόξου που αντιστοιχεί σε ίδια επίκεντρη γωνία όσο µεγαλώνει 
η απόσταση των τεταρτοκυκλίων. 



Αυτό που διαπιστώνουµε είναι η αύξηση του lever arm του συστήµατος 
των ανιχνευτών, οδηγεί σε καλύτερη ικανότητα προσδιορισµού της τροχιάς. 
Μάλιστα είναι φανερή η γραµµικότητα των δύο παραµέτρων. 

 
 

∆6. Υ�όλοι�α (Residuals).  
 
Ορίζουµε γενικά ως υ�όλοι�ο (στο εξής: residual) τη διαφορά µεταξύ 

του πραγµατικού-πειραµατικού δεδοµένου και του ανακατασκευασµένου. Στην 
περίπτωση µας αυτό οδηγεί στη διαφορά γωνίας µεταξύ του σηµείου που 
χρησιµοποιήθηκε για να βρεθεί η προσαρµοσµένη τροχιά και του 
προσαρµοσµένου σηµείου για ένα συγκεκριµένο επίπεδο ανιχνευτή. Αυτό φαίνεται 
στο σχήµα 16. 

 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σύµφωνα µε τα παράπανω κατασκευάζουµε τα ιστογράµµατα των 

residuals για το πρώτο και το πέµπτο επίπεδο ανιχνευτών. Τα ιστογράµµατα 
παρουσιάζονται στα σχήµατα 17a και 17b. 

  Όπως προκύπτει και από τα δύο αυτά ιστογράµµα, οι τιµές των σίγµα 
των γκαουσιανών κατανοµών δεν συµπίπτουν µε τη διακριτική ικανότητα των 
ανιχνευτών µας (δηλάδη 0.01). Στην περίπτωση του πρώτου επιπέδου η κατανοµή 
δίνει σ=0.008 ενώ για το πέµπτο επίπεδο είναι σ=0.009.  

 Ο λόγος είναι ότι για τον υπολογισµό των residuals σε κάθε επίπεδο, 
ελήφθει υπόψιν και το σηµείο του επιπέδου που χρησιµοποιήθηκε για τον 
προσδιορισµό την ανακατασκευασµένης τροχιάς. Υπό αυτήν την έννοια, το 
σηµείο αυτό και το σηµείο τοµής της ανακατασκευασµένης τροχιάς µε το υπό 
εξέταση επίπεδο δεν είναι ανεξάρτητα : µικρή µετατόπιση του σηµείου που δίνει 
ο ανιχνευτής, θα έχει ως αποτέλεσµα την µεταβολή της ανακατασκευασµένης 

τροχιάς, αφού θα αλλάξει η τιµή του 2
χ . 

Για να επιβεβαιώσουµε το παραπάνω, για το πρώτο επίπεδο, 
υπολογίζουµε την ανακατασκευασµένη τροχιά χωρίς να λαµβάνουµε υ�όψιν τη 
συνεισφορά του πρώτου επιπέδου. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τα residuals του 

∆ιαταραγµένο σηµείο 

Ανακατασκευασµένη τροχιά 

Residual 

Σχήµα 16: Ορισµός του residual 



πρώτου επιπέδου, όπου τώρα τα δύο σηµεία είναι τελείως ανεξάρτητα. Το 
αποτέλεσµα φαίνεται στο σχήµα 18. Ανάλογα θα µπορούσαµε να δουλέψουµε  για 
τα υπόλοιπα επίπεδα. 

. 
 

Ε. Συµ�εράσµατα–Ε�εκτάσεις. 

 
Γενικά, θα µπορούσαµε να πούµε ότι µελετήθηκε µια απλοποιηµένη έκδοση του 

προβλήµατος της εύρεσης της τροχιάς σωµατιδίων. Παρ’όλα αυτά, η ανάλυση που έγινε 
µπορεί να γενικεύτει και σε περισσότερο πολύπλοκα προβλήµατα.  

 
Στο συγκεκριµένο πρόβληµα δεν ασχοληθήκαµε µε την αναγνώριση των τροχιών 

(Pattern Recognition), δηλαδή να αναπτύξουµε µεθόδους για να αναγνωρίσουµε ποιά 
χτυπήµατα (hits) των ανιχνευτών ανήκουν στην ίδια τροχιά, δηλαδή δώθηκαν από το ίδιο 
σωµατίδιο. Αυτό απαιτεί ανώτερης τάξη µεθοδολογία µε βασικά εργαλεία τον 
αντικειµενοστρεφή προγραµµατισµό, στις σύγχρονες εξελίξεις, (Object Oriented 
Programming), το MST (Minimum Spanning Tree ) και επιµέρους θέµατα 
υπολογιστικής φυσικής (π.χ παραµετροποίηση, παρεµβολή κτλ). 

 
Επιπλέον, θεωρήσαµε ότι οι ανιχνευτές µας είναι οι ίδιοι και µε την ίδια 

διακριτική ικανότητα. Αυτό όµως δεν συµβαίνει στην πραγµατικότητα. Τότε κανείς 
οφείλει να λάβει υπόψιν του τον ιδιαίτερο τύπο ανιχνευτή (πολυσυρµατικοί αναλογικοί 
θάλαµοι, ανιχνευτές ηµιαγωγών, θάλαµοι ιονισµού κτλ) που χρησιµοποιεί. Αυτό σηµαίνει 
ότι θα πρέπει να έχει κατά νου τις ιδιαίτερες διαδιακασίες που συµβαίνουν κατά την 
αλληλεπίδραση του σωµατιδίου µε τον ανιχνευτή του στις διάφορες περιοχές ορµών και 
ενεργειών του σωµατιδίου. Μεταξύ των άλλων, οι πιο βασικές αλληλεπιδράσεις είναι οι 
πολλαπλές σκεδάσεις και η απώλεια ενέργειας λόγω Η/Μ αλληλεπιδράσεων. Η πρώτη 
θα έχει ως αποτέλεσµα την µεταβολή τόσο της ορµής, όσο και της διεύθυνσης κίνησης 
του σωµατιδίου. Η απώλεια ενέργειας συνεπάγεται την µεταβολή της ορµής του 
σωµατιδίου κατά τη διεύλευσή του µέσα από τον ανιχνευτή (βλ. J.D.Jackson κεφ. 13). 
Λόγω της στοχαστικής φύσης των διεργασιών αυτών θα πρέπει να δουλεύουµε συνεχώς 
µε στατιστικά µεγέθη και διακυµάνσεις. Εάν λοιπόν θέλαµε να συµπεριλάβουµε και αυτές 
τις παραµέτρους στον κώδικα µας, θα έπρεπε σε κάθε ανιχνευτή να προσθέτουµε και 
κατάλληλες κατανοµές που αντιπροσωπεύουν τις αντίστοιχες φυσικές διεργασίες που 
λαµβάνουν χώρα µε το υλικό του ανιχνευτή. Τότε θα άλλαζε σε κάθε στάδιο η ορµή, η 
ενέργεια του σωµατιδίου και πιθανόν η θέση του, ακολουθώντας την αντίστοιχη 
κατανοµή (µε το κατάλληλο στατιστικό βάρος και σφάλµα). Αξίζει να αναφέρουµε ότι 
είναι απαραίτητη και η γνώση της διακριτικής ικανότητας του κάθε ανιχνευτή, η οποία τις 
περισσότερες φορές αποτελεί κατασκευαστική παράµετρο. 

 
Βασικός παράγοντας είναι το µαγνητικό πεδίο, το οποίο προκαλεί την επίδραση 

στη διαγραφόµενη τροχιά. Στη συγκεκριµένη εφαρµογή θεωρήσαµε κάθετο, οµογενές 
µαγνητικό πεδίο. Στις περισσότερες όµως των περιπτώσεων, το εφαρµοζόµενο πεδίο 



είναι ανοµοιογενές, τόσο κατά την διεύθυνση, όσο και κατά το µέτρο. Είναι λοιπόν 
χρήσιµη σε κάθε πειραµατική διάταξη η χαρτογράφιση5 του µαγνητικού πεδίου, δηλαδή 
τη τιµή του σε κάθε σηµείο ή διεύθυνση, δηµιουργώντας κατ’ αυτόν τον τρόπο µια βάση 
δεδοµένων του µαγνητικού πεδίου Τα πράγµατα γίνονται πιο εύκολα στην περίπτωση 
ύπαρξης επιπέδων συµµετρίας. 

Στην περίπτωση που έχουµε διαφορές του µαγνητικού πεδίου από τις ιδανικές 
συνθήκες, αυτές µπορούν να ανιχνευτούν χρησιµοποιώντας τη γνωστή µάζα του 
σωµατιδίου (εάν µεν η µάζα του σωµατιδίου δεν είναι γνωστή, µε µέτρηση π.χ του 
dE/dx µπορούµε να την προσδιορίσουµε). Η µεθοδολογία αυτή συνίσταται στον 
έµµεσο προσδιορισµό της µάζας του σωµατιδίου από την τιµή του µαγνητικού πεδίου 
και της ανακατασκευασµένης ορµής. Εάν υπάρχει απόκλιση τότε το µαγνητικό πεδίο δεν 
έχει την τιµή που εµείς θεωρήσαµε. Επίσης, µπορούµε να βρούµε τα σφάλµατα στη 
γνώση του µαγνητικού πεδίου από τα ιστογράµµατα των υπολοίπων, για κάθε επίπεδο. 
Από τα residuals επίσης είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε και τυχόν σφάλµατα που 
υπάρχουν στην ευθυγράµµιση (alignment) των ανιχνευτών µας. Είναι φανερό πως στην 
πρώτη περίπτωση, που έχουµε µικρές µεταβολές στις τιµές του µαγνητικού πεδίου, θα 
έχουµε επίδραση σ’όλην την τροχιά του σωµατιδίου, σ’αντίθεση µε τη δεύτερη 
περίπτωση , όπου τυχόν σφάλµατα στην ευθυγράµµιση-τοποθέτηση των ανιχνευτών 
επηρεάζουν µόνο τοπικά την τροχιά και µάλιστα προσθέτουν ένα offset στη µέτρηση 
των χωρικών συντεταγµένων, χωρίς όµως να επηρεάζουν τη φυσική κίνηση των 
σωµατιδίων. Έτσι θα γνωρίζουµε τις κατάλληλες µεταβολές που πρέπει να γίνουν στις 
διάφορες παραµέτρους (µαγνητικό πεδίο, µετατόπιση ανιχνευτών), ώστε να πετύχουµε 
τις επιθυµητές συνθήκες. 

 
Τέλος, αξίζει να αναφερθούµε και στο οικονοµικό κόστο που οφείλει κανείς να 

παίρνει υπόψιν κατά την κατασκευή των ανιχνευτών και της όλης διάταξης. Θα πρέπει 
λοιπόν να αντισταθµίσει το χρηµατικό κόστος από τη µια, µε την επιδιωκόµενη ακρίβεια 
και ποιότητα από την άλλη. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 

                                                      
5
 Η χαρτογράφιση πετυχαίνεται µε την επίλυση των εξισώσεων Maxwell για όλο το χώρο του ανιχνευτή, 

γνωρίζοντας τα ρεύµατα (γεωµετρία και τιµές) που χρησιµοποιούνται. 
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Α : Ο κώδικας του �ρογράµµατος 
 
 

  gROOT -> Reset(); 

 

// GLOBAL_DECLARATIONS 

    

 const Double_t  kMass    =  1;     

 const Double_t  kCharge  =  1;   

 const Double_t  kBeta    =  1;      

 const Double_t  kPi      =  3.14159265;   

  

 Int_t seed = 933943; 

  

 Int_t i, j, Total_tracks=0, lost_tracks, saved_tracks=0, CALLIM_lost_hits, hit_number; 

 

 Float_t  phi_rand, p_rand, phi_init, p_init, ro, m, yo, xo, mi, gamma; 

 

 Double_t  ro_fitted=0, error_ro_fitted=0, phi_fitted=0, error_phi_fitted=0; 

 

 

 FILE *fp;  

 

 Float_t r[10], r_real[10], phi_real[10], x_real[10], y_real[10], x[10], y[10], phi[10], 

errorphi[10]; 

 

 Double_t par[2]; 

 

 Double_t func(float r,Double_t *par); 

 void fcn(Int_t &npar, Double_t *gin, Double_t &f, Double_t *par, Int_t iflag); 

 

 

  // The errors on phi values 

 

   Float_t error = 0.01; 

         

    errorphi[0]=error; 

    errorphi[1]=error; 

    errorphi[2]=error; 

    errorphi[3]=error; 

    errorphi[4]=error; 

    errorphi[5]=error; 

    errorphi[6]=error; 

    errorphi[7]=error; 

    errorphi[8]=error; 

    errorphi[9]=error; 

 

 

 // FUNCTIONS NEEDED FOR THE MINUIT 



 

Double_t func(float r,Double_t *par) //function prototype for the fitting 

{ 

 

  Double_t value=par[1]+TMath::ACos(r/(2*par[0])); 

 return value; 

 

}   //end of the function prototype 

 

 

 

void fcn(Int_t &npar, Double_t *gin, Double_t &f, Double_t *par, Int_t iflag) 

{ 

 

//calculate chisquare 

   Int_t k; 

   Int_t nbins = hit_number ; 

    

   Double_t chisq = 0; 

   Double_t delta;  

 

   for (k=0;k<nbins; k++) { 

     delta  = (phi_real[k]-func(r[k],par))/errorphi[k]; 

     chisq += delta*delta; 

    } 

 

   f = chisq; 

 

} //end of the fcn 

 

 

void Pattern_Reco(void) 

{ 

 

    fp=fopen("XXXXXX.dat","w"); 

 

//****************DISLPAY FORM******************//   

      

 

TCanvas *c1 = new TCanvas("c1", "Detectors' signals for Pattern Recognition and    

                                                          Reconstruction",0,0,800,800); 

    c1->Range(0,0,15,15); 

    c1->SetBorderSize(2); 

   

    TGaxis *axis1 = new TGaxis(0,0,10,0,0,10,510,""); 

    axis1->SetLabelSize(0.02); 

    axis1->Draw(); 

   

    TGaxis *axis2 = new TGaxis(0,0,0,10,0,10,510,""); 

    axis2->SetLabelSize(0.02); 



    axis2->Draw(); 

        

  for (i=1; i<=10; i++){ 

 

     TArc *arc=new TArc(0.0,0.0,i,0.0,90.0); 

     arc->Draw(); 

     arc->SetLineColor(i);   

     if (i==10) arc->SetLineColor(1);       

 

  } 

    

 // RANDOM NUMBER GENERATION 

    

   TRandom *random_number=new TRandom(seed); 

 

  

// CALCULATIONS 

   

  while (saved_tracks<1000) { 

         

     hit_number=0; 

           

     phi_rand=random_number->Uniform(1); 

     p_rand=random_number->Uniform(1); 

    

     phi_init=((phi_rand*90)*kPi)/(180.0);   //  phi in rads 

     p_init=200; 

    

       

     ro=p_init/(kCharge*kBeta); //the radius of curvature  

 

     m=tan(phi_init); //the slope at the origin 

    

     yo=-ro/(sqrt(1+m*m)); //the yo coordinate of the curvature circle 

     xo=-m*yo; //the xo coordinate of the curvature circle 

    

      

     for (j=0; j<10; j++) { //loop for each detector  

     

      r[j]=j+1; //the radius of each of the 10 detectors 

  

   mi=(r[j]*r[j]+xo*xo+yo*yo-ro*ro)/(2*xo); //a variable 

   gamma=4*(r[j]*r[j]/(m*m)-mi*mi+r[j]*r[j]); //another variable 

 

   x[j]=(m*(sqrt(gamma)+2*m*mi))/(2*(1+m*m)); //the x cross-point 

   y[j]=(m*(m*sqrt(gamma)-2*mi))/(2*(1+m*m)); //the y cross-point 

           

      phi[j]=TMath::ATan(y[j]/x[j]); //the phi angle of point j 

              

            



if (y[i][j]>=0) { //mark only the positive y points 

    

            TMarker *marker1 = new TMarker(x[i][j],y[i][j],2); 

            marker1->SetMarkerStyle(2); 

        marker1->SetMarkerSize(1.3); 

 marker1->Draw();  

          } 

 

 

      error=random_number->Gaus(0,0.01); //The resolution of the detectors 

        

      //calculate the new points.... 

 

     //...in polar coordinates 

    

    phi_real[j]=phi[j]+error/r[j]; 

    r_real[j]=r[j]; 

     

  //....in cartesian cordinates 

 

    x_real[j]=r_real[j]*TMath::Cos(phi_real[j]); 

               y_real[j]=r_real[j]*TMath::Sin(phi_real[j]); 

  

   

       

    if (y_real[j]>=0) { //count how many hits i have 

       

   hit_number=hit_number+1; 

            

    }  

     

      

        }  //end of the loop for each detector    

 

       

   if (hit_number<=4) lost_tracks=lost_tracks+1; 

             

 

   if (hit_number>4) { 

    

//GO FOR THE FITTING OF THE IDEAL POINTS 

     

   TMinuit *gMinuit = new TMinuit(2);  //initialize TMinuit with a maximum of 3 parameters 

   gMinuit->SetFCN(fcn); 

    

   Double_t arglist[10]; 

   Int_t ierflg = 0; 

   arglist[0] = 1.0; 

 

   gMinuit->mnexcm("SET ERR", arglist ,1,ierflg); 



   arglist[0]=-1; 

   gMinuit->mnexcm("SET PRI",arglist,1,ierflg); 

 

// Set starting values and step sizes for parameters 

         

   Double_t vstart[2] = {ro,TMath::Tan(yo/xo)}; 

   Double_t step[2] = {0.1,0.1}; 

   gMinuit->mnparm(0, "r", vstart[0], step[0], 0,0,ierflg); 

   gMinuit->mnparm(1, "phi", vstart[1], step[1], 0,0,ierflg); 

   

// Now ready for minimization step 

   arglist[0] =500; 

   arglist[1] = 0.1; 

   gMinuit->mnexcm("MIGRAD", arglist ,2,ierflg); 

 

// Print results 

   Double_t amin,edm,errdef; 

   Int_t nvpar,nparx,icstat; 

   

   gMinuit->mnstat(amin,edm,errdef,nvpar,nparx,icstat); 

   

    

 //Get the values and the errors of the parameters    

 

   gMinuit->GetParameter(0,ro_fitted,error_ro_fitted);  

   gMinuit->GetParameter(1,phi_fitted,error_phi_fitted);   

 

   gMinuit->mnstat(amin, edm, errdef, nvpar, nparx, icstat);  

 

   char *status=(char *)gMinuit->fCstatu.Data(); //Get the Status 

   

 //end of the fit 

 

 

//Calculate the fitted parameters and their errors 

 

  Double_t p_fitted=ro_fitted*kCharge*kBeta; 

  Double_t error_p_fitted=error_ro_fitted*kCharge*kBeta; 

  Double_t phi_fitted=0.5*kPi-TMath::Abs(phi_fitted); 

 

  char *Conv="CONVERGED "; 

  char *Limit="CALL LIMIT"; 

   

     

  if ( ( strcmp(status,Conv) == 0) && ( abs(p_fitted)<500) ) { 

         

fprintf(fp,"%d\t%f\t%f\t%f\t%f\t%f\t%f\n",saved_tracks,p_init,phi_init,p_fitted,phi_fitted,error_

p_fitted,error_phi_fitted);  

saved_tracks=saved_tracks+1; 

  



    } 

 

    else { 

 

          CALLIM_lost_hits=CALLIM_lost_hits+1; 

    } 

  

 

    } // End the if (hit_number>=4) statement   

   

 

// Initialize the initial values 

    

p_init=0.0; 

phi_init=0.0;   

 

Total_tracks=Total_tracks+1; 

 

delete gMinuit; 

 

  }   //End of the loop over all the tracks. 

 

fclose(fp); 

 

cout<<"TOTAL TRACKS------------------------------> "<<Total_tracks<<endl; 

cout<<"Lost Tracks because number of hits less/equal to three ------> "<<lost_tracks<<endl; 

cout<<"Lost tracks(MIGRAD didn't Converged)------> "<<CALLIM_lost_hits<<endl; 

cout<<"Saved tracks -----------------------------> "<<saved_tracks<<endl; 

 

} //end of the Pattern_Reco.c 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

B. Γεννήτορας Τυχαίων αριθµών. 
 

 
Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι ένας καλός γεννήτορας τυχαίων αριθµών, µεταξύ 

των άλλων, οφείλει να έχει καλές στατιστικές ιδιότητες, να έχει µεγάλη περίοδο και να 
είναι ανεξάρτητος από το µηχάνηµα. 

 
Ο γεννήτορας των τυχαίων αριθµών (RNG) που χρησιµοποιήθηκε είναι από την 

κλάση ΤRandom της ROOT. Έχει περιοδικότητα 108 (αρκετά µεγαλύτερη από τους 
περίπού 1.500 αριθµούς που κάθε φορά παρήγαµε) και δίνει είτε γκαουσιανή κατανοµή 
είτε οµοιόµορφη κατανοµή αριθµών µεταβλητής υποδιαστολής στο διάστηµα (0,1]. 
Είναι ανεξάρτητος από την µηχανή που χρησιµοποιείται και δίνει ακριβώς την ίδια σειρά 
αριθµών για όλες τις µηχανές µεγαλύτερες των 32 bits. Είναι παγκόσµια έκδοση από το 
F. James, 1985. 

 
Το σχήµα Β1 παρουσιάζει µερικούς από τους ελέγχους που µπορούν να γίνουν.  
Το πρώτο ιστόγραµµα παρουσιάζει την τυχαία, οµοιόµορφη κατανοµή αριθµών 

στο διάστηµα (0,1]. Βλέπουµε ότι η µέση τιµή είναι ~ 0.5, όπως άλλωστε αναµενόνταν.  
Στο δεύτερο παρουσιάζεται η παραγωγή τυχαίων αριθµών που ακολουθούν τη 

γκαουσιανή κατανοµή κεντραρισµένη στο µηδέν και µε σ=1. 
Τέλος, στο τρίτο διάγραµµα φαίνεται η συσχέτιση µεταξύ ενός τυχαίου αριθµού 

που παράγεται οµοιόµορφα µε τον επόµενό του. Είναι φανερό ότι δεν υπάρχει καµιά 
δοµή (structure) µεταξύ τους. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

Γ. Α�όδειξη µαθηµατικών εξισώσεων 
 

 

Όπως είναι γνωστό, κατά την κίνηση φορτίου µέσα σε (οµογενές) µαγνητικό πεδίο 
έντασης Β, ασκείται σ’αυτό η  δύναµη Lorentz. Εάν υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει 
µαγνητικό πεδίο και ότι θεωρούµε αµελητέα τα φαινόµενα που προκαλούν τα υλικά και η 
ακτινοβολία πέδησης, η δύναµη αυτή είναι:  
 

BuF xq.=   (γ1) 
 

όπου u είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου και q είναι το φορτίο του. Για οµογενές 
µαγνητικό πεδίο, η κίνηση του σωµατιδίου θα είναι κυκλική, οπότε η δύναµη Lorentz θα 
είναι η κεντροµόλος δύναµη: 
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 (γ2) 
 

όπου Ro είναι η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς και m η µάζα του σωµατιδίου.  
Από τις (γ1) και (γ2), και για µαγνητικό πεδίο κάθετο στην κίνηση, προκύπτει ότι: 
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 (γ3) 
 

µε: 
mup =  (γ4) 
 

να είναι η κλασσική ορµή του σωµατιδίου. 
 
Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου, στο σύστηµα συντεταγµένων που φαίνεται στο 

σχήµα Γ1, θα είναι: 
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ooo
Ryyxx =−−−   (γ5) 

 
όπου xo, yo είναι οι καρτεσιανές συντενταγµενές του κέντρου της κυκλικής τροχιάς. 
Στο σηµείο (0,0) η εφαπτόµενη της τροχιάς είναι : 
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  (γ6) 
 

 



 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Εάν θέσουµε:  

φtan=m     (γ7) 
 

τότε:  
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 (γ8) 
 

Αφού το σηµείο (0,0) ικανοποιεί την εξίσωση (γ5) του κύκλου, θα είναι: 
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ooo
Ryx =+  (γ9) 

 
Εάν λύσω το σύστηµα των εξισώσεων (γ8) και (γ9), και σύµφωνα µε το σχήµα Γ1, 

προκύπτουν οι καρτεσιανές συντεταγµένες του κέντρου του κύκλου: 
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 (γ10) 
 

 
Τα σηµεία τοµής της κυκλικής τροχιάς µε τους τεταρτοκύκλιους ανιχνευτές 

προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος των εξίσώσεων (γ5) και 
 

222

i
Ryx =+  (γ11) 
 

όπου Ri είναι η ακτίνα κάθε ανιχνευτή (i=1,2,…10). 
Η λύση του συστήµατος δίνει:  

(xo,yo) 
(Ro,θ) 

Ro 

φo 

θ 

Σχήµα Γ1: Kίνηση σωµατιδίου σε οµογενές µαγνητικό πεδίο. Σύστηµα 

συντεταγµενων σε δύο διαστάσεις 
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όπου : 
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Εάν θελήσουµε να δουλέψουµε σε πολικές συντεταγµένες, τότε η εξίσωση (γ5) 

µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε τις εξισώσεις: 
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  (γ14) 
 
όπου (x,y)=(r,φ) είναι οι καρτεσιανές και πολικές συντεταγµένες τυχαίου σηµείου, 

και προκύπτει ότι: 
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Η ποσότητα αυτή χρησιµοποιήθηκε κατά την ελαχιστικοποίηση του 
2

χ  
  

 

 
 
 
 


